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Kenneth Arrow’s impossibility theorem

When voters have ≥ 3 alternatives, no rank order voting system
can convert their preferences into a community-wide ranking
when one postulates these “obvious” criteria:

I unrestricted domain: . . . not just in special cases
I non-dictatorship: No single voter possesses the power to

always determine the group’s preference.
I Pareto efficiency: If every voter prefers alternative X over

alternative Y , then so does the group.
I independence of irrelevant alternatives: If every voter’s

preference between X and Y remains unchanged, then so
for the group’s preference (even if preferences between
other pairs like X and Z, Y and Z, or Z and W change).



Criticizing the concept of an order

I initially just linear orders
I highjump competition leads to preorder/weakorder
I strictorder fits better in the hierarchy than orders
I orders with threshold
I moving to preferences
I proceeding further to choice mappings
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Matrix orientation

----

63§ 7. DatOstellung linearer Räume durch lineaJ'e Gleichungen. 

L entsteht aus jedem seiner Punkte durch Abtragen aller Lösungsvektoren 
des zugehörigen homogenen Gleichungssyste1n8. 

Man sagt auch: L wird durch das Gleichungssystem (1) dargestellt. 

Wenn r =,-, n ist, besteht der lineare Raum lediglich aus einem Punkt. 
Der andere Extremfall, daß r = 0 ist, kann nur vorkommen, wenn 
:;ärntliche Koeffizienten des Gleichungssystems verschwinden; dann 
wird dem Sinn des Satzes 1 nach L = Rn; in der Tat genügen ja auch 
alle Punkte des Rn dem so ausgearteten Gleichungssystem. 

Falls das Gleichungssystem (1) nur aus einer einzigen Gleichung 
besteht, von der nicht alle Koeffizienten verschwinden, so hat es den 
Rang 1. Also wird dann dadurch ein (n  1)-dimensionaler Raum 
dargestellt, d. h. eine Hyperebene im R,,; insbesondere erhält man 
bei nur zwei Unbekannten eine Gerade im R 2 und bei drei Unbe
kannten eine Ebene im Ra. Ferner stellen zwei Gleichungen in drei 
Unbekannten, falls die Gleichungen sich nicht lediglich Um einen 
Faktor unterscheiden, falls sie also den Rang 2 haben, einen ein
dimensionalen linea,ren Raum des Ra dar, d. h. eine Gerade. 

Wenn auch jedes lineare Gleichungssystem einen linearen Raum 
darstellt, so ist damit noch nicht gesagt, ob sich auch umgekehrt jeder 
lineare Raum durch ein solches Gleichungssystem darstellen läßt. 
Diese wichtige Frage wird indes bejahend beantwortet werden. Wir 
beweisen zu diesem Zweck zuerst die folgende Umkehrung von Satz 2 
aus § 6: 

+ 4xs = 2, 
:1'4 + 3xG = 1, 

2x4 + 2xG = 12, 
X4 - Xs = 11. 

Zweiter Abschnitt. Lineare Gleichungen. 

(1) 

§ 7. Darstellung linearer Räume durch lineare Gleichungen. 

Den im vorigen Paragraphen für lineare Gleichungssysteme er
haltenen Ergebnissen, insbesondere dem Satz 5, kann man noch eine 
andere Deutung geben. Wir fassen zu dem Zweck n Zahlen, die einem 
vorgegebenen Gleichungssystem der Gestalt 

an XI + aJZ X 2 + .. 0 + (J°ln X n = bl , 

0,21 XI + a Z2 :I,'z + .. 0 + 0,2" X .... = bz , 

b) XI + 2 X 2  X3 

XI + 4xz - lixs + 
3xI + 2xz + 5xs -{

2xI -2xz + IOx3 + 
Man mache die ProbE'! 

amt :t l + ([.lIIZX2 + ... + a·"ltlx.. = b", 
genügen, jetzt als Koordinaten eines Punktes auf. Wir nennen einen 
so erhaltenen PunlÜ P , : (Xl' Xz , .. 0, X,.) einen Lösungspunkt von (1). 
Was fÜr eine Punktgesamtheit des Rn bilden die sä.mtlichen Lösungs
punkte von (I)? Wir erhalten sie alle, wenn wir alle Lösungsvektoren 
von (1), die wir ja nach Satz 5 aus § 6 überblicken, vom Nullpunkt 
o = (0, 0, . 0 ., 0) abtragen. Wir können dabei gemäß § 6 Satz 5 so 
vorgehen, daß wir zunächst einen bestimmten Lösungsvektor ~ = 

{Xl' X z, ... , X,,} abtragen. Der Endpunkt P, der ja gerade die Xi zuKo
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ordinaten hat, ist ein erster Lösungspunkt. Nach § 6 Satz 5 und wegen 
der Bedeutung dC'r Vektoraddition ergibt sich dann jeder weitere 
Lösungapunkt, wenn man einen Lösungsvektor t) = {YI' Y2' •• , Yn}0 

des zugehörigen homogenen Gleichungssystems, d. i, 

(2) ail Yl + 0,'02 Yz + ... + ai.. Yn = 0 , i c-= 1,2, . 0 m,., 

von dem Punl\t P aus abträgt, wodurch ja aus P der Punkt Q = 

(XI + YI> X 2 + !Jz, X" ·1- Y,.) entsteht. Da die Gesamtheit der0'" 

Löaungsvel{~orcn von (2) nach ::;atz 2 aus § 6 ein lineares Vektor
gebilde erfüllt, entsteht auf dieRe Weise aus P ein linearer Raum 
gleicher Dimension. Wir ha,ben also: 

Satz 1. Die Lösuongsp'u,nlcte e'ines lösba'ren Gleichungssystems de1' 
stall (1) erfullen ,im Rn einen lineare'/~ Raum L der Dimension n - r, 

. der Rang der einfachen Matrix des Gleichungssystems isti). 

loichlmgssystom als l0sbor vorausgesetz.t ist, >\0 ist I' auch deI' 

Satz 2. Zu einem vorgegebenen linearen Vektorgebilde 2 de.s Rn kann 
rna.n stets ein System von homogenen linearen Gleichungen in n Un
bekannten finden, so daß alle Vektoren von 2, und nur diese, Lösnng8
velctoren des GleichungssY8terns 8ind. 

° 

Nach Satz 2 in § 6 muß der Rang eines solchen Gleichungssystems 
n - p sein, wenn p die Dimension von ~ ist. Also muß das System 
mindestens n - p Gleichungen aufweisen. Wir werden sehen, daß man 
damit auch immer auskommt. Zunächst bestimmen wir eine Basis 

1 , 0z, ... , 0i? von 2, wobei wir etwa 0i = {ail, ai2, ... , ai,.} setzen. 
Wir bilden ferner den Vektor ~ = {Xl' X2 , ••• , xn } der Unbekannten 
und mit seinen Komponenten die Gleichungen 

t1 

(:~) };OikXk'=O, i=l,2, .. o,p. 
~~:l 

Wir wollen für dieses homogene lineare Gleichungssystem wieder eine 
.......... 1-p ............: .... l1 .... C'I .... L ......... .:t.. .......... : ....... -. ...1..._ .... "".1-. L" ..... .: ... ,L_L ... :_-. ........ ..J ............... 1 .....,~,: ...
 

145 144 Vierter Abschnitt. Determinanten theorie. 

( 1)0,+0,+'" +0 _1'(1'+1)
p 2iaikl = 2) 

(Qhf'I," .(11') 

0,<0,<"'<01' 
. D (b~ , b,~ , ... , b~ , b;, b~ , ... , b;o)'

1lI:'1 1.1:' <CI) 1 1 ';f. 

Dabei ist rechts zu summieren über alle Kombinationen (e., e , ••• , ep) der
2 

Ziffern 1,2, ... , n zu je p, wobei sich die ei in der Anordnung e. < e < ... < ep
2

befinden. 0'1' 0'2' .•. , O'q sind dann, ebenfalls der Größe na-eh geordnet, je
weils die q übrig~n Ziffern. 

Wie sieht eine Determinante D (bJ" b~" ... , bJ p ' b~" b';" ... , b;q) aus? 
Man mache sich aus der besonderen Gestalt der Vektoren bl, b1 klar, daß die 
Determinante D (bJ" bJ" ... , bt , b,;" b~., ... , b~1) die Form 

p 

aa,l aO,2 ••• ao,p I 0 0 o 
ao,l a,o, 2 ••• aO,I) 0 0 o 

aOpl aO,,2 ... 
°OpP I 0 0 . .. 0 

0 0 ... 0 . ..aa,,1' + 1 aa"p+2 G 0111 

. ..0 0 ... 0 °a"p+ 1 aa"p+2 Q'a"n 

, .. . ..0 0 0 aa1'1'+ 1 aaq.1'+ 2 aOq u 

hat. Anwendung von Formel (6) dieses Paragraphen liefert daher 
-l- 1'(1'+1)

(_1)0,+0,+'" ,0/'+-2-'lai} 1= 2) 
(Qh(l" ...• (Jp)

0,<0,< .. · <Op 
...aO,l aO,2 ao,p I I aa"p+1 aa"p+2 a Oln 

...aO,1 ao,2 Q.(!,P aa,,1'+ 1 aa"p+2 a'at" 

...a op 1 a Op2 aopp I I aaq,p+ 1 aaq,p+ 2 aaqn 

Diese Formel drückt den Inhalt des LAl'LACESchen Entwicklungssatzes in 
einem Hauptfall auS. Die einzelnen Summanden, die in der Summe der rechten 
Seite dieser Gleichung vorkommen, bestehen jeweils aus einem Vorzeichen 
und dem Produkt zweier Determinanten; der erste dieser beiden Determi
nantenfaktoren ist eine p-reihige Unterdeterminante aus den p ersten Spalten 
der zu entwickelnden Determinante Iaik I, der zweite Faktor ist die dazu 
komplementäre (n - p)~reihige Unterdeterminante aus den n- p = q letzten 
Spalten der Determinante IaiJ; I. Die Bezeichnung "komplementär" drückt 
dabei aUR, daß am zweiten Faktor gerade diejenigen Zeilen beteiligt sind, 
welche beim ersten Faktor unberücksichtigt geblieben sind. 

Wir werden später (§ 14) dies Ergebnis und seine Bedeutung noch näher 
erläutern und daboi auch die anderen Fälle des LAl'LACEschen Entwicklungs
satzes besprechen, die aus dem obigen leicht durch Stürzen der Determinante 
1aik I und geeignete Vol'h:mschung ihrer Spalten bzw. Zeilen erhalten werden 
können. 

§ 12. Anwendungen der Determinantentheorie. 

§ 12. Anwendungen der Determinantentheorie. 

Determinanten und lineare Gleichungen. 
Mit Hilfe der Determinanten lassen sich die Lösungen linearer 

Gleichungssysteme in einfacher Weise darstellen. Denken wir uns 
etwa ein System von n linearen Gleichungen in nUnbekannten 
XII X 2 , ... , X" gegeben: 

n 

(1) 2)a'ikx/,; = bi , i = 1,2, ... , n. 
k=l 

Wir wollen fürs erste voraussetzen, daß die einfache Matrix 

an a12 •.• aln 

a22 a2nI~21 •.•(2) 

a nl a,,2 ... a"n. 

des Gleichungssystems (1) den Rang n hat, da wir auf diesen Fall 
alle übrigen zurückführen können. Damit gleichbedeutend ist die An
nahme, daß die aus den Elementen von (2) gebildete Determinante 
Iaik I =f: °ist, da dies nach § 10, Satz 4 und 9, nur eintreten kann, 
wenn die Zeilenvektoren von (2) lineal' unabhängig sind. Nach Satz 6 
aus § 6 wissen wir, daß das Gleichungssystem (1) im jetzigen Falle 
genau eine Lösung besitzt. Wir benötigen aber die Heranziehung 
dieses Satzes nicht, da wir Vorhandensein und Eindeutigkeit der 
Lösung sogleich bei der Gewinnung von einfachen Detenninanten
aUsdrücken für die Lösung erneut mitbeweisen können. Wir schließen 
zunächst folgendermaßen: Falls es ein Lösungssystem Xl' X 2 , ... , X n 

gibt, so greifen wir uns ein bestimmtes Xh heraus und multiplizieren 
damit die Determinante Iaik I, indem wir gerade die Glieder der 
h-ten Spalte, also all" a 21" ... , anl" mit dem Faktor Xh versehen. 
So erhalten wir 

a.1 ... al,h - 1 Xh aa a.." +1 '" a. n 

., '" a·2 ,I.-1 x"a2 " ~."+1 ... a2n1-l a21
(3) X" alk . ..,
 

an. - .. an,"-1 XI< an" a","+1 ... ann i
 

Auf die hier rechts stehende Determinante wenden wir weiter Satz 1 
aus § 10 an, und zwar auf ihre Spalten, indem wir zur h-ten Spalte 
gewisse Vielfache der übrigen Spalten addieren, nämlich jeweils das 
Xi-fache der i-ten Spalte für alle i =f: h. So folgt 

106576 S P ß r n er, Analytische G<!ometrie. 



Matrix orientation
Stoer/Bulirsch: Numerische Mathematik

kleinsten Grades mit der Eigenschaft 

I/dA)"O 

Es kann mit Hilf..: der Jordanschen Normalform von :1 sofort angegeben 
werden: 

(6.2.11) Satz: Sei A eine n x 11 Malrix mir den (verschiedenen) Eigenwerten 
AI' ... ,Ak und der Jordansehen Normalform J (6.2.5) und sei r i : mäx vjil 

I'" j .....!P( ... ., 
Dann ist 

(6,2.12) !/t(j1): = (p - )'1)" (p - )'2)" ... (j1 - 4k )" 

das Minima/polynom von A. !/t({l) iSI Teiler jedes Polynoms X(j1) mit X(A) = O. 

Beweis: Wir zeigen zunächst, daß alle Nullstellen des Minimalpolynoms !/t 
von A. sofern es existiert, Eigenw..:rte von A sind. Ist etwa A Nullstelle von !/t, 
so gilt 

I/'(j1) = (j1- 4)'g(j1) 

mit einem Polynom g(j1), das von kleinerem Grade als !/t ist. Es gilt daher nach 
Definition des Minimalpolynoms g(A) f O. Also gibt es einen Vektor Z f 0 
mit x:~' g(A) Z 9= O. Wegen !/t(A) = 0 folgt dann 

o ~ !/t(A).: = (A - 4l)g(A)z = (A - Al)X, 

d. h. A ist Eigenwert von A, Sofern ein Minimalpolynom existiert, haI es also 
di..: G..:stalt !/t(j1) , (j1 - AJl' (j1 - ,{2)" ... (J-l - Ak )" mit gewissen rio Wir wollen 
nun zeig..:n, daß durch Ti:' , max vjil ein Polynom mit !/t (A) = 0 gegeben ist. Mit 

den B..:z..:ichnungen von Satz (6.2.4) hat man nämlich A = TJT- 1 und daher 
1/'(.4) . T!/t(J) '/- I. Nun gilt aber wegen der Diagonalstruktur von J, 

J = diag(C"I,,(A 1 ), ... , C.,~~"., (Ak )), 

dic Bczichun n 

I/I(J) = diag(I/,(C,,\,,(A 1 )), ... , !/t(C.,':o',., (A k ))). 

Wcgcn !/t(j1) =- (j1 - ,{,)" . (/(j1) folgt
 

(6.2,13) 1/l(C,,~/,(,{,)) = (C"y,().J - ),;1)'" g(C"I"().'))
 

und daher wegen T, ~ vji) und (6.2.3) 

!/t(C"y,(),)) , . O. 

Also ist !/tU) 0 und damit auch i/l(A). O. 
Gleichzeitig sieht man, daß man keine der Zahlen T, kleiner als max v)'1 wäh

len darf: Wäre etwa Ti< v)'l, so wäre wegen (6.2.3) 

(C,.II'(';'i) ';';1)" 9= o. 

~ 

Aus g()'i) 9= 0 folgt sofort die Nichtsingularität der Matrix 

B:= g(C"I"(J.,)). 

Also wäre wegen (6.2.13) auch !/t(C,'lil(J.i)) f 0, und !/t(J) und !/t(A) würden beide 
nicht verschwinden. Damit ist gezeigt, daß das ang..:geben..: Polynom das Mini
malpolynom von A ist. 

Ist nun schließlich X(J-l) ein Polynom mit X(A) ., 0, so läßt sich X mit Hilfe 
de~ Minimalpolynoms !/t(j1) so schreiben: 

X(j1) = g(j1)' ,/lÜI) , r(j1) 

mit Grad r --: Grad!/t. Aus X(A) - !/t(A) = 0 folgt d<.lher auch riAl ,0. Da 
1/' das Minimalpolynom \on A ist, muß r({l) - 0 identisch \erschwinden: !/t 
ist Teiler von X ! I 

Wegen (6.2.4) hat man 
p(;.,) 

(J(4) = '" vu, > ,. = max y<.i)
r L J = I ) , 

j; 1 j 

d. h. das charakteristische Polynom cp(j1) = det (A - pI) vvn .4 ist ein Viel
faches des MinimaJpolynoms. Gleichheit (J(4,) = T .. i = I, ... , k harscht g..:nau 
dann, wenn I nichtderogatorisch ist. Es folgen somit 

(6,2,14) Korollar (Caylcy-Ha milton): Für das charakteristische Polynom (p (p) 
I:'iner Malrix A gilt q:>(A) = O. 

(6.2.15) Korollar: Eine M otrix A ist nichtderogutorisch ljellClu dann, wenll ihr 
M inima/po/ynollJ lind charakterist isches Polynom (bis auf eine K onstanle als 
Faktor) iihereinst immen. 

Beispiel: I >ie Jordan-Ma'rix 

I I 

I I 0 

1 

I I 

IJ= 

I I 

0 

U 
·1 

.1 9 

I 
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IHf!·'( Ih ,l ..ldlmi llllr I k-;scnbcrg-Gestalt 

IId\ll,erlllts in Ahschnitt 6.5.1 bemerkt, daß man eine gegebene n x 11

MUll Lx Amittels n - 2 Householdermatrizen T; ähnlich auf Hessenberggestalt 
Jj lransformieren kann 

A:= Ao -> AI -+ ... --+ An - 2 = B, Ai = Ti J Ai . I T;. 

Wir wollen nun einen zweiten Algorithmus dieser Art beschreiben, bei dem als 
Transformationsmatrizen T; Permutationsmatrizen 

o +- r 

Pr~ == 

.. so 

und Eliminationsmatrizen der Form 

benutzt werden. Diese Matrizen haben die Eigenschaft 

P,~ I P" 

(6.5.4.1) 
G. I 

) 

- -lj + I.j 

.. lnj 

Eine Linksmultiplikation P,~ I A von A mit P,; I = Pr.< bewirkt eine Vertauschung 
der Zeikn rund s von A, eine Rechtsmultiplikation AP" eine Vertauschung 
der Spalten rund s von A. Eine Linksmultiplikation Gj JA von A mit Gj 1 

bewirkt, daß für r =} + I,} + 2, ... , n das l,rfache der Zeile} von Zeile r der 
Matrix A abgezogen wird, während eine Rechtsmultiplikation AG j bedeutet, 
daß für r = } + 1, ... ,11 das l,rfache der Spalte r zur Spalte} von A addiert wird. 

Um A schrittweise mittels Ähnlichkeitstransformationen des betrachteten 
Typs auf Hessenberggestalt zu transformieren, gehen wir so vor: Wir setzen 
A = Ao und nehmen induktiv an, daß Ai_I bereits eine Matrix ist, deren erste 
i-I Spallen Hessenberggestalt haben: 

*. • 0::.* I * I' 
* 

l r 
0 * I * I· · * * (6.5.4.2) A,_I = -
o . ·0 * I * I· .* 

1 ~ ~ G) -~ I I/i)l:::; I, I * 
Ij + I.) I 

I'H I 0 * *I · 
Inj 

J i I

H
 37 36 



Membership ε

U = ε;e e = syq (ε, U)
{} {a

}
{b

}
{a

,b
}

{c
}

{a
,c
}

{b
,c
}

{a
,b

,c
}

a
b
c

 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1

!(1
0
1

)

`
0 0 0 0 0 1 0 0

´
= eT

{} {a
}

{b
}

{a
,b
}

{c
}

{a
,c
}

{b
,c
}

{a
,b

,c
}

{}
{a}
{b}

{a,b}
{c}

{a,c}
{b,c}

{a,b,c}

0BBBBBBBBB@

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCA




0
0
0
0
0
1
0
0




ε U Ω = εT;ε e

Subset U and corresponding element e in the powerset via ε,Ω

syq(A,B) := AT;B ∩ AT
;B
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Hierarchy of Order Concepts

308 Orderings: an advanced view

12.2 The hierarchy of orderings

The following Fig. 12.5 gives the types of orders we are going to deal with in a
schematic form. The traditional definitions do not demand so many properties,
because some of them result from combinations of others. This applies not least for
the first three properties in the table: transitive and asymmetric hold if and only
if transitive and irreflexive is satisfied. So, regardless of the version chosen for the
definition, all three will hold. It is, however, a good idea to see the chain of specificity
showing how researchers began to move from linear strictorder to strictorder.

Whenever we use one of these strictorders in our reasoning, we are allowed to use
all of the properties marked “•”. In a case when we have to convince ourselves that
a relation belongs to one of these strictorder classes, we first decide on a convenient
set of ‘spanning properties’, for example those marked “|” or “◦”, and prove just
these.

We have, thus, announced a series of propositions that are intended to prove that the
subsets are sufficient to span all the properties of the respective type of strictorder.

Definition 12.4. Bullets “•” in Fig. 12.5 define the concepts of linear strictorder,
weakorder,4 semiorder,5 intervalorder, and strictorder in a redundant way.

linear interval-
strictorder weakorder semiorder order strictorder

transitive • | ◦ • • • • | ◦
asymmetric • | • | • ◦ • ◦ • |
irreflexive • ◦ • • | • | • ◦

Ferrers • • • | ◦ • | ◦ —
semi-transitive • • • | ◦ — —

negatively transitive • • | — — —
semi-connex • | ◦ — — — —

Proof with Prop. 12.10 12.9 12.7 12.6 12.5

Fig. 12.5 Types of strictorders with ‘spanning’ subsets of their properties

Via “|”, “◦”, this diagram also indicates some minimal sets of properties that already
suffice for the respective type of strictorder.

The generalizations have occurred successively from the left to the right. In the
4 In French sometimes ordre fort.
5 In French sometimes also quasi-ordre (in order not to be confused with Claude Berge’s earlier and

different use of the word ‘semiorder’ in his famous book [10]) or ordre quasi-fort in [94].

But: E Ferrers =⇒ ∩ E Ferrers
C Ferrers =⇒/ ∪ C Ferrers



Graph drawing vs. matrix rearrangement

A relation R is called a semiorder if it is asymmetric (RT ⊆ R)[
or irreflexive (R ⊆ )

]
, together with the Ferrers (R;R

T
;R ⊆ R)

and the semi-transitivity property (R;R;R
T ⊆ R). It is known

that semiorders represent something like orders with threshold.
Can we realize this?

a b c d e f g h i j k l m

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k
l

m

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
i m a f e b l h g c d j k

i
m
a
f
e
b
l
h
g
c
d
j
k

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



Graph interpretation of semitransitivity

R;R;R
T ⊆ R

x

y

z

w

This is an obviously homogeneous concept!



Graph interpretation of being Ferrers

k

m
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m

i

j

This is a heterogeneous concept: R;R
T
;R ⊆ R



Graph drawing vs. matrix rearrangement

A relation R is called an intervalorder if it is asymmetric
(RT ⊆ R)

[
or irreflexive (R ⊆ )

]
, together with the Ferrers

(R;R
T
;R ⊆ R) property.
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From orders to preference structures

From any relation R — usually from a reflexive one called weak
preference — one may obtain a preference structure with strict
preference P , its converse P T, indifference I, and
incomparability J .

α : R 7→ (P, I, J)

α(R) := (R ∩ RT
, R ∩ RT, R ∩ RT)

and back again

β : (P, I, J) 7→ R

β(P, I, J) := P ∪ I



From orders to preference structures

E =

1 2 3 4

1
2
3
4

0B@
1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1CA R =

a b c d e

a
b
c
d
e

0BBB@
1 1 0 1 1
0 1 0 0 0
1 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 1 0 1 1

1CCCA
ordering weak preference

a b c d e

a
b
c
d
e

0BBB@
0 1 0 1 1
0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
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0 1 0 0 0

1CCCA

a b c d e0BBB@
0 0 1 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 0 0

1CCCA
a b c d e0BBB@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

1CCCA

a b c d e0BBB@
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

1CCCA
P = R ∩ RT

P T I = R ∩ RT J = R
T ∩ R

strict preference converse indifference incomparability



Preference structures
Definition. Weak preference R and its asymmetric part P .

i) R quasi-transitive :⇐⇒ P transitive
ii) R acyclic :⇐⇒ P+ ⊆ P T

iii) R acyclicSen :⇐⇒ P+ ⊆ R
iv) R consistent :⇐⇒ P ;R∗ ⊆ RT

v) P progressively finite :⇐⇒ ε ⊆ ;(ε ∩ P ;ε)
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1CA
P ε ∩ P ;ε

Illustrating the condition of being progressively finite; P is not



Preference structures

Proposition.

i) R transitive =⇒ R quasi-transitive
ii) R transitive =⇒ R consistent
iii) R consistent =⇒ R acyclic
iv) R quasi-transitive =⇒ R acyclic
v) R acyclicSen =⇒ R acyclic
vi) R acyclicSen ⇐=/ R acyclic
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Order-theoretic functionals

Let C resp. “<” be a strictorder.
An element is a maximal element in a subset U when exist no
strictly greater element in this subset.

m ∈ U ∧ ∃e : m < e ∧ e ∈ U .

maxC(U) := U ∩ C;U

Let E resp. “≤” be an order.
The element g ∈ U is called the greatest element of U if

g ∈ U ∧ ∀e : e ∈ U → e ≤ g.

greE(U) := U ∩ ubdE(U)

The element b is an upper bound of U if

∀e : e ∈ U → e ≤ b.

ubdE(U) := E
T
;U



Order-theoretic functionals

Proposition. Let R be an arbitrary homogeneous relation.
i) greR(ε) ⊆ maxR(ε)
ii) R finite preorder =⇒ ε ⊆ ;maxR(ε)
iii) R preorder =⇒ greR(ε) = maxR(ε) ∩ ;greR(ε)

Proposition. For an arbitrary homogeneous relation R

i) syq(greR(ε), ε) ⊆ ΩT

ii) greR(ε);ΩT ∩ ε = greR(ε)
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From preference structures to choice mappings

2R 3

1

4
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1 2 3 4

1
2
3
4

0B@
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1

1CA
C =

{} {1
}

{2
}

{1
,2
}

{3
}

{1
,3
}

{2
,3
}

{1
,2

,3
}

{4
}

{1
,4
}

{2
,4
}

{1
,2

,4
}

{3
,4
}

{1
,3

,4
}

{2
,3

,4
}

{1
,2

,3
,4
}

{}
{1}
{2}

{1,2}
{3}

{1,3}
{2,3}

{1,2,3}
{4}

{1,4}
{2,4}

{1,2,4}
{3,4}

{1,3,4}
{2,3,4}

{1,2,3,4}

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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weak preference choice mapping



Rational choice and revealed preference

X set of conceivable states with membership ε : X −→ 2X

and powerset ordering Ω : 2X −→ 2X

Definition
A relation C : 2X −→ 2X that is univalent, total, and
contracting, i.e., a function which satisfies C ⊆ ΩT, is called a
(generalized) choice mapping.

Better known are non-total concepts:

I Sen choice function if C ⊆ ;ε, C; = εT; ,
I Suzumura choice function if C ⊆ ;ε, C; ⊆ εT; .

When non-total: (X,S) is the choice space, with S := C;



Choice function and choice mapping
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Generating a choice mapping out of a preference

X
ε P X)(R C

Definition
Given any homogeneous relation R, not necessarily an order or
a preorder, we speak of its corresponding

i) choice mapping if
C = syq(greR(ε), ε),

ii) Suzumura choice function if
C = syq(greR(ε), ε) ∩ ;ε,

iii) Sen choice function if
C = syq(greR(ε), ε) ∩ ;ε and C; = εT; .



Order-theoretic functionals

Proposition. Let be given a homogeneous relation R and its
corresponding choice mapping C = syq(greR(ε), ε). Then

i) C is indeed a mapping, i.e., total and univalent,
ii) C ⊆ ΩT,
iii) ε;CT = greR(ε),
iv) ε;CT = ε;CT;ΩT ∩ ε.



Generating a choice mapping out of a preference
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From choice to revealed preference

I Given any choice function C : 2X −→ 2X , the relation
R : X −→ X is said to rationalize C if

ε;CT = greR(ε).
I If such an R exists, we call C a rational choice function.
I If this R is in addition an ordering, we call C a full

rational choice function.



From choice to revealed preference

X
ε P X)(R C

Every choice function C induces two so-called revealed
preference relations, namely

RC := ε;C;εT

R∗C := (ε;C ∩ ε);εT

Suzumura writes this down as:

R∗C =
⋃
S∈S

[
C(S) × {S \C(S)}

]

x is R∗C-preferred to y if and only if x is chosen and y could
have been chosen but was actually rejected from some S ∈ S.
(Order reversed!)



From choice to revealed preference
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Axioms for cycle avoidance

I An H-cycle from x to x is given when
[
R∗C ;(RC)+

]
xx

.
I An SH-cycle from x to x is given when

[
RC ;(R∗C)+

]
xx

.

I Houthakker’s axiom (HOA): (RC)+ ⊆ R∗C
T,

I The strong axiom (SA): (R∗C)+ ⊆ RCT,

I The weak axiom (WA): R∗C ⊆ RC
T.



Axioms for cycle avoidance

I strong congruence axiom SCA:
ε;C ∩ R+

C
T
;ε ⊆ ε

I weak congruence axiom WCA:
ε;C ∩ RT

C
;ε ⊆ ε

The latter originally expressed as

∀S ∈ S : [x ∈ S & {∃y ∈ C(S) : (x, y) ∈ RC}]→ x ∈ C(S)

Again without quantification over x!



Rational choice and revealed preference

Theorem

i) HOA ⇐⇒ SCA
ii) HOA =⇒ SA =⇒ WA
iii) WA ⇐⇒ WCA
iv) WA =⇒ AA

To prove (iii), we start from strict preference R∗C = (ε;C ∩ ε);εT

from WA:
RT
C ⊆ R∗C = (ε;C ∩ ε);εT

⇐⇒ (ε;C ∩ ε);εT ⊆ RCT

⇐⇒ RT
C

;ε ⊆ ε;C ∪ ε
⇐⇒ ε;C ∩ RT

C
;ε ⊆ ε, i.e., WCA
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Remarkable citations

George Boole’s investigations on the laws of thought of 1854:

It would, perhaps, be premature to speculate here upon the
question whether the methods of abstract science are likely at
any future day to render service in the investigation of social
problems at all commensurate with those which they have
rendered in various departments of physical inquiry.



Remarkable citations

Garrett Birkhoff, 1967, Talk at the General Motors Research
Laboratories

. . . for the two centuries preceding the development of the
computer, broadly speaking, the main progress in applied
mathematics was concerned with continuum analysis. Whereas
over the last 20 years I think that the most conspicuous feature
of the revolution that has taken place, and is continuing to take
place, is a transition back from continuum mathematics towards
digital mathematics; and one of the big questions, of course, is
how far will this trend go or can it go?” In particular when
considering the current trend of mathematizing also social
considerations and concepts in the humanities, such a transition
of known concepts from the continuous area down to the
discrete world seems extremely promising.



Exzerpt of bibliography of trade union publication
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History of relations
Relations were being developed at a time when

I formal semantics was not yet known
language — interpretation — typing — unification

I the idea that several models of a theory may exist, was
close to being completely unknown
(non-Euclidian geometry: Bolyai, Lobatschevskij ≈ 1840)

I one was still bound to handle the following in the
respective natural language, namely in English, German,
Latin, Greek, Japanese, Russian, Arabic . . . !

quantification ∀, ∃
conversion RT

composition A ;B

but also ”brother“, ”father“, ”uncle“
I the concept of a matrix had not yet been coined

(Cayley, Sylvester 1850’s)



History of relations

I Aristotle (384–322 b.C.): Syllogisms were not suited for:

head of a horse
horse is an animal

=⇒ head of an animal

I Peter Abaelard (1079–1142)
I William of Ockham (1287–1347)
I Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716)

. . .

I Charles Sanders Peirce (1839–1914)
I Ernst Schröder (1841–1902)
I Alfred Tarski (1902–1983)



History of relations

1800 1850 1900

Augustus De Morgan (1806-1871)

George Bentham (1806-1884)

George Boole (1815-1864)

Arthur Cayley (1821-1895)

J. J. Sylvester (1814-1897)

C. S. Peirce (1839-1914)

Ernst Schroder (1841-1902)¨

quanti�cation

typing

matrices

theorem K



Thank you for your attention!
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